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1.2. Algebras de Lie

1.2.1. Definiciones

Un grupo de Lie y su ley multiplicativa pueden estudiarse localmente a través de transformaciones infini-
tesimales por su algebra de Lie asociada. Esta algebra estd conformada por N generadores (operadores)

T% coni=1,2,---, N, que satisfacen las reglas de conmutacién

[T, T9] = ic;;;,T*, (1.2.1)

donde la suma sobre el indice repetido £ estd implicita y los coeficientes ¢;;;, = —c;;;, son las constantes
de estructura de G. Sin pérdida de generalidad, podemos elegir que 7" sean hermiticos, lo que garantiza
que sus constantes de estructura son reales. Si ¢, ;;, = 0, entonces G es abeliano. Cualquier elemento del

grupo (G puede representarse como una serie de potencias por medio de operadores unitarios

UG(E) = exp[—if'T"| = e ifT = i —<_iﬁ -T) , (1.2.2)

donde 3! --- BN son IV parametros reales continuos. En particular, el elemento identidad corresponde a

—

Un(0) = I yelinverso de Uy ( ) esta dado por

Ug(B) ' =Ug(—B) =P T =Ug(B)1. (12.3)

N
Para valores pequenos de | 3|, es suficiente truncar la serie (1.2.2) hasta el término lineal,

UG(E) ~]— ZE T + O(B:53;)- (1.2.4)

Esto significa que los generadores del dlgebra de Lie describen por completo a la vecindad de la identidad.

El algebra también dicta la ley multiplicativa del grupo para pardmetros «, E finitos. Esto es
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Uc(7)- (1.2:5)

—

7 (a, B) puede determinarse integramente a partir del dlgebra de Lie utilizando la férmula de Baker-
Campbell-Hausdorff (BCH). Aunque esta serie no siempre converge globalmente, para ||y ]ﬁ] lo sufi-
cientemente pequenos tenemos:

7-T=(@+p) T—%[@-T,8-T]+ho.t (1.2.6)

N .



La verdadera potencia de estas estructuras abstractas en la fisica radica en su capacidad para actuar sobre
distintos espacios vectoriales, como los espacios de Hilbert que albergan los estados cuanticos. Cuando
asignamos a los elementos del grupo una forma matricial concreta actuando sobre un espacio especifico,

construimos una representacion del grupo.

1.2.2. Representaciones

Una representacion es, en esencia, una traduccién del élgebra abstracta al lenguaje de las transformaciones

lineales (algebra lineal).

Consideremos un conjunto de matrices n X n denotadas como L?,7 = 1,2,--- N. Si los elementos L*

satisfacen la misma algebra que los generadores,

[Liv Lj] = icijkLkv (1.2.7)

entonces L (algunas veces escrito como L) forman una representacion del dlgebra. Andlogamente, las
- — —
matrices e *#*L forman una representacion del grupo para los elementos U (3 ) y preservan la misma

ley multiplicativa.

El rango de un grupo de Lie se define como el niimero de generadores que son simultdneamente diagona-
lizables. Fisicamente, estos generadores corresponden a nimeros cudnticos que se conservan si conmutan

con el Hamiltoniano.

Dos representaciones n X n, L’y L’%, son equivalentes si existe una n X n matriz unitaria U tal que

L"=ULU', i=1--N. (1.2.8)

De lo contrario, no lo son. Una representacién L’ es reducible si es equivalente a una representaciéon

estructurada en bloques diagonales,

L 0 0 0

. 0O L% 0 0
L= B ) (1.2.9)
0 0 L& O
0O 0 0

donde cada bloque actiia de forma independiente sobre un subespacio inico. En caso contrario, se dice
que es irreducible (IRREP). Los estados bajo una representacion reducible se separan en sectores aislados
que no estan relacionados por la simetria, mientras que todos los estados en una misma IRREP estan

relacionados por las transformaciones del grupo.
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La representacion fundamental es, grosso modo, la representacion no trivial de menor dimensidn, a

partir de la cual se pueden generar otras representaciones mediante productos directos.

Por otro lado, la representacion adjunta o regular de un grupo de Lie es aquella representacion de

dimension NV X N cuyos elementos se construyen directamente a partir de las constantes de estructura:

( gdj)jk = —1Cyjp- (1.2.10)

Esta representacidn adjunta es esencial para definir las autointeracciones de los campos en una teoria de

gauge no abeliana.

Finalmente, si L’, es una representacion de dimensién n, entonces su conjugada L. = —Li* = — LT
también es una representacion. Una representacion se dice real si es equivalente a su propia conjugada; es
decir, si existe una matriz unitaria U tal que —L% = UL U t para todo 7; de lo contrario, se denomina

compleja.
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